a b [s:%(a—f—b)[ f(s)‘
3,1416 | 4,6810 3,9113 -2,9422
30113 | 4,6810 | 4,2062 | -2,0341
4,2062 | 4,6810 4,4336 20,0954
4,4886 | 4,6810 4,5848 3,2095
4,4886 | 4,5848 4,5367 1,0963
4,4886 | 4,5367 4,5126 0,4271
4,4886 | 4,5126 4,5006 0,1508
14,4886 | 4,5006 | 4,4946 0,0244
4,4886 | 4,4946 4,4916 -0.0361
4,4916 | 4,4946 4,4931 -0,0062
4,4931 | 4,4946 4,4939 0,0089

Nulovy bod lezi v intervalu (4,4931;4,4946) a ¢islo z1 = 4,493 je aproximaci kofene s presnosti 10~3. Pokud bychom nas vypocet prodlouzili,
ziskali bychom nulovy bod s piesnosti 1077 jako 1 = 4,4934095. ©

procedure Bisect (f: funkce; var left: real; var right: real );
var midpoint, eps: real;

begin

eps:=1le-8; {zadani presnosti vypoctu}
repeat

midpoint:=(left+right)/2; {vypocet stredniho bodu}

if f(left)*f(midpoint)>0 then left:=midpoint
else right:=midpoint;
until abs(right-left)<eps;
end;

Pokud procedura tspésne prob&hne, je hledany nulovy bod bodem intervalu ( left, right). Délka intervalu je pfitom mensi nez pozadovand
pfesnost eps.

Véta 2.6. (O hodnotéch spojité funkce) Necht f : R — R je spojitd na (a,b) a v (a,b) neni Zddny nulovy bod. Pak bud'Vz € (a,b) je f(z) >0
nebo V € (a,b) je f(z) <O0.

Véta 2.7. (O obrazu spojité funkce) Necht f : R — R je spojitd na libovolném intervalu I, pak f(I) je opét interval nebo jednoprvkovd
mnozina.

Véta 2.8. (O spojitosti inverzni funkce) Necht f : R — R je spojitd a ryze monotonni na intervalu I. Pak f~1 je spojitd na f(I).

3. DERIVACE FUNKCE
Definice 3.1. Necht f : R — R je definovdna na néjakém okoli U(a) bodu a € R. Pokud existuje limita
Sl h) ~ f(a)

h—0 h

= f,(CL)a (D)

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé a. Analogicky jako limity zprava, resp. zleva se definuji derivace
zprava v bodé a, resp. derivace zleva v bodé a a znacime je f' (a), resp. f' (a).

e Pokud je hodnota limity (D) vlastni, jedna se o vlastni derivaci. V pfipadé nevlastni hodnoty
mluvime o nevlastni derivaci.

Hodnota derivace a jeji existence je lokalni vlastnost funkce.

Pokud zavedeme z = a + h, lze limitu (D) piepsat na tvar

f’(CL) — lim f(l’) B f(a)

T—a r—a

Uvédomme si, ze pokud existuje limita, je urcena jednoznacné, tedy kazda funkce méa v libovolném
bodé nevyse jednu derivaci.

Méjme funkci
f:y=f(x),x € D(f) amnozinu D' = {z € D(f)| existuje vlastni f'(x)}.
Pak f':y = f'(x),z € D' je také funkce a mizeme uvazovat o jeji derivaci v bodé a € D" C D(f).
Derivaci (f')(a) = lim;_ w budeme nazyvat druhou derivact funkce v bodé a a budeme
ji znacit f”(a).
Definice 3.2. Necht f: R — R md vlastni derivaci Y, n € N v néjakém U(a),
a € D(f), pak definujeme n-tou derivaci funkce v bodé a jako

F(a) = (F"VY(a),

pokud md pravd strana smysl. Ddle klademe f© = f.
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3.1. Zakladni vlastnosti derivace.

Véta 3.1. Necht f : R — R,a € R. Funkce f md v bodé a deriaci f'(a) pravé kdyZ ma v bodé a obé
jednostranné derivace a plati f' (a) = f' (a) = A. Je pak f'(a) = A.

Véta 3.2. Md-li f:R — R v bodé a € R vlastni derivaci zprava f' (a), je v tomto bodé spojitd zprava.
Véta 3.3. Necht f: R — R md v bodé a € R vlastni obé jednostranné derivace (neni nutné, aby si byly
rovny). Pak [ je v a spojitd.
Véta 3.4. (O derivaci souétu, soucinu a podilu) Necht f,g : R — R maji v a € R vlastni derivace
f'(a) a ¢(a). Pak

(1) (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a),

(2) (f.9)'(a) = f'(a).g(a) + f(a).4'(a),
Je-li navic g(a) # 0, plati

/ ! /
(3) <1) (a) = L@sl)—S(a)g'(a)

g 9*(a)
Véta 3.5. (O derivaci sloZzené funkce) Necht f : R — R ma vlastni derivaci v bodé a e R a g : R — R
vlastni derivaci v bodé f(a). Pak existuje vlastni derivace sloZené funkce go f v bodé a a je
(g0 f)(a) =g'(f(a)f (a).

Véta 3.6. (O derivaci inverzni funkce) Necht f : R — R je spojitd a ryze monotonni na intervalu I,
necht =1 je jeji inverzni funkce na 1 a necht a je vnityni bod 1. Jestlize f'(a) € R*\ {0}, pak




3.2. Derivace elementarnich funkci.
Tabulka zakladnich derivaci

f 1! D(f) D(f") Poznamka
1. const. 0 R =
2. x" na™ ! R = n €N
3. x? zp1 R = 2 €L
4. z° az®~? (0, 00) = acR
D. e’ e’ R =
6. a® a®Ilna R = a € (0,00)
7. Inx 1 (0, 00) =
8. | log,x L (0, 00) = € (0,1)U(1,00)
9. sin x CoS T R =
10. CoS T —sinx R =
11.| tgx — [ R\ Uper {2+ 1DZ} | =
12.| cotg x —Sinl% R\ Upez b} =
13.| arcsinx 11_962 <-1,1> (—1,1)
14. | arccosx _¢1£7 <-1,1> (—1,1)
15. | arctg x 1+1$2 R =
16. | arccotg x T Jrlxg R =

b
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oznac¢uje rovnost defini¢nich obort D(f) = D(f’)




Obecna pravidla pro derivovani funkci

L | f(z)+g(x) f'(z) +4'(=)

(derivace souctu funkef)

II. | c¢- f(x), ¢je konstanta | ¢- f'(x)

(derivace nasobku funkce)

L | f(x)-g(x) fx)-gle)+ flz)-d'(x) (derivace soucinu funkef)
1 g'(z) . L
IV. | — — = derivace prevracené funkce
o1 e derivace )
f(@) ['z) g(z) = J(z) - g'(2) derivace podilu funkei
e 20) (derivace » )
VI | f(g(x)) flg(x))-¢'(x) (derivace sloZené funkce)
VIL | e/® @)L ()
/(=)

VI | In f(x) (pro f(x) > 0)

IX. | f(z) (pro f(x) >0) | f(z) (In(f(x))

(logaritmické derivovani)

Xo | fap® Jlap - (g'(l‘) “In f(x) +g(x) -

)) (podle log. derivovani)




Diferencial funkce

Castou tlohou v matematické analyze je aproximovat danou funkci f né&akou jed-
nodussi funkci g, kterd se v jistém smyslu od f li${ minimdlné, tj. aby vzdalenost | f(z) —
g(z)| byla mala. Pfedpoklddejme, Ze funkce f je definovand v jistém okoli bodu z,. Hle-

dejme jednoduchou funkce g, spojitou v bodé z, tak, aby platilo

lim M —0.

S T

f(z0) = g(wo) a

Chyba aproximace by tak byla v okoli bodu =y minimalni.
Jednou z nejjednodussich funkcije g : y = ax+0b. Aby tato funkce splnila prvni podminku,
musi byt ve tvaru

g(x) = f(xo) + alx — ).

V tom pripadé mé druhd podminka tvar:

|f(z) — f(w0) — a(z — x0)]

lim =0.
T—T0 |x — 1;0’
Pro x — zp = h pak
lim f(xo+h) — f(xo) — ah —0
h—0 h

Pokud takovéa funkce A : A(h) = ah, h € R existuje, nazveme ji diferencial.

Definice: Necht f : M — R, M C R, a nechf z je vnitinim bodem mnoZiny M. Rikdme,
Ze funkce f ma diferencidl v bodé x, existuje-li linedrni funkce A : A(h) = ah, kde h € R,
Ze plati

f(zo + ) — f(zo) — ah

1;
1m A

h—0

=0.

Znacime jej d f (zo).

Véta: Funkce f je diferencovatelnd (md diferencidl) v bodé z(, prdvé kdyZz md v bodé x
vlastni derivaci. V tomto pfipadé je diferencial uréen jednoznaéné d f(zg) = f'(zo)h, kde
h € R.

Pozn.: Mizeme tedy psat f(zo + h) = f(x0) + f'(x0)h.

Ptiklad: Urcete pribliznou hodnotu /4, 1.

Zvolme pfirtstek h = 0,1, pak /4,1 = /440, 1.

f(x) =z, pak f'(z)

L ro z € (0,00)
_Qﬁ'pox , 00).
Tedy f'(4) =0,25adf(zo) = f'(4)-0,1 =0,025.

Celkem tedy /4 + 0,1 = /4 + 0,025 = 2, 025.



	1.derivace
	Diferenciál



